Luku 7

Spin ja monielektroniatomit

Tahanastisissa vetyatomin tarkasteluissa elektronia on kuvattu aaltofunktiolla, jo-
ka riippuu vain paikkavektorista r. Elektronin sisdisid ominaisuuksia ovat massa ja
sdhkovaraus, jotka oleellisesti madrittdvét elektronin liike- ja potentiaalienergian suu-
ruuden.

Kvanttimekaniikka on kuitenkin osoittanut, ettéd elektronilla (ja kaikilla muilla kvantti-
hiukkasilla) on varauksen ja massan lisdksi kolmas sisdinen ominaisuus spin, joka kuvaa
niiden “sisdistd” impulssimomenttia.

Taustaksi spinin tarkastelulle katsotaan ensin, miten elektronin varaus ja impulssimo-
mentti liittyvat toisiinsa magneettisten vuorovaikutusten kautta.

7.1 Magneettinen dipolimomentti

Ajatellaan elektronia stationaarisella radalla vetyatomissa. Kuvitellaan hetken, ettd
elektronilla on méérétty kiertoaika 7' ytimen ympaéri. Talloin elektronin kiertoliikkee-
seen voidaan liittdd sdhkovirta I = e/T, jossa e on elektronin varaus. Télloin saamme
kuvan elektronin stationaarisesta radasta suljettuna virtasilmukkana.

Edelleen sdahkoopista tiedetédén, ettd suljetulla virtasilmukalla, jossa kiertda virta I, on
magneettinen dipolimomentti, jonka suuruus on y; = I A, jossa A on virtasilmukan

rajoittama pinta—ala.
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Koska kiertoaika ei ole suure, joka esiintyy vetyatomin kvanttimekaanisessa kuvauk-
sessa, haluamme esittdd dipolimomentin suuruuden kvanttilukujen avulla. Sen vuoksi
kierramme klassisen fysiikan kautta ja kdytdmme ratanopeuden ja klassisen impulssi-
momentin suuruuden L = muor yhteyttd seuraavasti:

e ev el el
- 2 = 2 _ 2
f T 2mr ! 2mmr? o 2m

(7.1)

Toisaalta kvanttimekaanisesti impulssimomentin pituus on (L?:n ominaistilassa) L =
hy/l(l + 1), joten teemme suoraan kvanttimekaanisen yleistyksen

W= %\/1(1 +1) = pupVI(I+1) (7.2)
jossa médritelty kerroin
pp = 2%’2 ~0.274-107* J/T =~ 5.788 - 1077 eV/T (7.3)
on nimeltdén Bohrin magnetoni.

Voidaan osoittaa, ettd sama tulos saadaan my®ds tilanteen puhtaasti kvanttimekaanisesta
kasittelysta.

Magneettinen momentti on itse asiassa vektorisuure, joka klassisesti mééritellddn virta-
silmukan rajoittaman ns. pinta—alavektorin, tai toisaalta varauksenkuljettajien impuls-
simomenttivektorin avulla relaatiolla

= *%L (7.4)

Klassisesta sdhkodynamiikasta tiedetddn, ettd magneettisen dipolimomentin ja mag-
neettikentdn vuorovaikutukseen liittyy energia

Egp=—u -B (7.5)

jossa B on magneettikentdn voimakkuus. Tdtd voidaan my0s pitda dipolimomentin
maédritelménd, koska se liitt4a p;:n suoraan mitattaviin suureisiin.

Usein maédritellddn vuorovaikutusenergia lisaidmalla edelle ns. g-tekija seuraavasti:
Ep = —giu - B. Elektronille vetyatomissa g, = 1, mutta yleisesti ottaen se voi olla
myo0s ykkosestéd poikkeava.

Edella mééritelty magneettinen dipolimomentti seuraa siis elektronin rataliikkeesté yti-
men ympadri. Siksi olemme varustaneet sen alaindeksilld /. Toteamme heti, ettd y; on

sitd suurempi, mitd suurempi on sivukvanttiluku /, ja erityisesti s—tiloilla (I = 0) ei ole

134



lainkaan rataliikkeestd seuraavaa dipolimomenttia. Kokeelliselta kannalta tdma tarkoit-
taa, ettei vetyatomin, jonka elektroni on s-tilassa, energian pitdisi muuttua jos atomi
laitetaan magneettikenttddn. (Unohdetaan tassi nyt ytimen magneettinen momentti.)

Huomaa, ettei vetyatomin s-tiloilla ylipdédtaéan ole kvanttimekaniikan mukaan rataim-
pulssimomenttia lainkaan. Tdma antaa ajattelemisen aihetta, jos haluaa saada mieliku-
van rataimpulssimomentin ja elektronin rataliikkeen yhteydestd. Tassd on yksi kohta,
jossa klassiset mielikuvat ydinté kiertavista elektroneista eivat toimi —vaikka olemme-
kin kéyttineet niitd dipolimomentin perusteluun!!

Mité sitten odotamme nikevamme, jos atomi laitetaan magneettikenttddn? Oletetaan,
ettd kenttd on homogeeninen, t.s. silld on vakio suuruus ja suunta. Oletetaan, ettd timé
suunta on koordinaatiston z—akselin mukainen. Siis

B = Be, (7.6)

Télloin edellisen perusteella, magneettisen dipolin ja kentén vuorovaikutukseen liittyy
energia

UB B
Ep = —gz?L ‘B = —QIFBLZ = —qiupBmy (7.7)
jossa olemme kéytténeet tietoa, ettd impulssimomentin ominaistilassa z—komponentilla
on ominaisarvo im,. Koska toisaalta Fg = —, - B, saamme ennusteen, ettd kvantti-

mekaniikassa rataliikkeeseen liittyvdn magneettisen dipolimomentin z—komponentti on
kvantittunut ja voi saada arvot
Pz = —GiBMy (7.8)

jossa olemme laittaneet miinusmerkin, koska dipolimomentti ja magneettikenttd ovat
erisuuntaiset.

Huomaa, etta klassisen fysiikan kannalta magneettisen momentin z—komponentti voisi
saada kaikki arvot —g;:n ja y;:n valilta.

7.2 Sternin-Gerlachin koe

Homogeenisen magneettikentdn tapauksessa magneettisen momentin omaavaan hi-
tuun ei kohdistu (massakeskipisteeseen vaikuttavaa) kokonaisvoimaa. Energia F on
luonteeltaan potentiaalienergiaa, joka seuraa magneettikentén dipoliin kohdistamasta
vaantomomentista.

Woisi olla oikeutettua kritisoida sit#, ettd uusien asioiden opetus perustuu kyseenalaisten analogioi-
den kiyttoon. Perinteinen perustelu télle on toisaalta laiskuus (néin véltetdén tyolastd matematiikkaa) ja
toisaalta finalistinen (lopputulos on oikein).
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Kuva 7.1: Epdhomogeeninen magneettikentta.

Kéytdnnossd tdma ilmenee siten, ettd jos homogeeniseen magneettikenttddn ohjataan
suihku hiukkasia, joilla on magneettiset dipolimomentit, ei niiden liike—energia muutu
kentéssa.

Tilanne muuttuu, jos magneettikenttd on epahomogeeninen. Kuvassa 7.1 on esitetty
mahdollinen tilanne. Magneettikentén kuvitteellisten kenttéviivojen tiheneminen kuvaa
kentdn voimakkuden muutosta kuljettaessa pohjoisnavalta eteldnavalle. Voimakkuuden
muutosta voidaan arvioida kuvaamalla magneettikentidn »—komponentin voimakkuutta
sarjakehitelmén kahden ensimmaéisen termin avulla seuraavasti

0B,
B.(2) = B.(2) + W’VZU(Z - 20) (7.9

Jos nyt piste z, on valittu napojen vélistd, niin kenttdvoimakkuuden erotus pohjois- ja
eteldnavan valilla on 5B
z
AB =~ 2zp—8z [0 (7.10)
jossa z, on nyt navan etéisyys keskipisteestd. Derivaattatermid 0B, /0~ sanotaan kentin
gradientiksi.

Toisaalta energian lausekkeesta Fz = —pu, B, saadaan magneettikentéssé vaikuttavalle
voimalle F, = —0Ep/0z = u,0B,/0z. Kentdn gradientin perusteella voidaan siis arvioi-
da magneettikentéssé liikkuviin hiukkasiin vaikuttava voima ja sitd kautta niiden radan
muutos.
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Kuva 7.2: Sternin—Gerlachin kokeen periaate.

Vuonna 1922 Otto Stern ja Walter Gerlach tekivit sarjan kokeita, jossa he tarkastelivat
edellisen kuvan kaltaisen epdhomogeenisen magneettikentin vaikutusta atomisuihkui-
hin. Tilanne oli kuvan 7.2 kaltainen.

Ensimmaéisessd kokeessa kuumennetusta “uunista” emittoitui termisesti hopea—atomeja.
Atomisuihkun kokema magneettikenttd oli kuvan 7.1 kaltainen (atomien reitti kulki siis
kuvassa 7.1 kohtisuoraan paperin pinnan ldpi) ja kenttdvoimakkuus kasvoi pystysuun-
nassa.

Kvanttimekaanisesti siis odotamme atomisuihkun osuvan varjostimelle pystysuunnassa
kaikkiaan 2/ + 1 pisteeseen, jossa lukumiira seuraa siitd, ettd atomeihin vaikuttava
voima pystysuunnassa on kvanttimekaanisesti

aBz 6Bz
= (u) 5, = gmmmi - (7.11)

ja jossa m,; voi saada 2I + 1 kappaletta arvoja —![ - - - + [. Nyt osumakohtien etdisyydestd
voidaan arvioida magneettinen dipolimomentti, koska kaikki muut suureet tunnetaan.

Téama oli juuri, mitd Stern ja Gerlach havaitsivat: atomien osumakohdat muodostivat
diskreetin pistejoukon klassisen ennusteen jatkuvan jakauman asemasta. Mikd taas ei

ollut odotettua, oli se, ettd osumakohtia oli vain kaksi.

Nyt siis relaatiosta 21 + 1 = 2 seuraisi [ = 1/2, mika taas ei ole mahdollista rataimpuls-
simomenttia koskevien ehtojen takia; /:n tdytyy aina olla kokonaisluku.

Vaikka emme vield olekaan puhuneet monielektroniatomien elektronikuorten raken-
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teesta, todetaan tédssi vain, ettd monielektroniatomin (nyt siis hopea) rataliikkeestd
seuraava magneettinen dipolimomentti syntyy uloimpien elektronien rataimpulssimo-
menttien summasta. Osoittautuu itse asiassa, ettd hopean elektronikuoren kokonaisra-
taimpulssimomentti on sama kuin vetyatomilla. TAma ei sindnsé ollut Sternin ja Gerlac-
hin tiedossa, koska se on seurausta tdydellisemmastd mallista, jota ei vield 1922 ollut
olemassa.

Kun Phipps ja Taylor 1927 toistivat Sternin ja Gerlachin kokeen, nyt vetyatomeilla, ha-
vaittiin téllinkin suihkun jakautuminen magneettikentéssé kahtia. Tdhén kokeeseen ei
liittynyt mitddn epdvarmuutta koskien monielektroniatomien magneettisen momentin
maaritysta.

Totesimme jo, ettei vetyatomin perustilaan (1s) liity lainkaan kvanttimekaanista rataim-
pulssimomenttia. Kuitenkin naytti vdistimatta siltd, ettd myos vetyatomin elektronilla
on perustilassaan magneettinen momentti, ja ettd tima momentti (tai tarkemmin sen
z—komponentti) voi saada kaksi arvoa, josta seuraa suihkun jakautuminen kahteen
komponenttiin. Kokeen perusteella voitiin saman tien sulkea pois mahdollisuus, etté
suihkun jakautuminen kahtia olisi seurausta ytimen magneettisesta momentista: sen
kun pitiisi olla huomattavasti pienempi kuin elektronin vastaava, koska x5z on kdéntaen
verrannollinen massaan.

7.3 Spin

Sternin ja Gerlachin kokeen tulos voidaan selittdd, jos elektroniin liitetddn sen rataliik-
keestd riippumaton impulssimomentti S, jota nyt kutsutaan sisdiseksi impulssimomen-
tiksi eli spiniksi.

Spin on tdysin kvanttimekaaninen suure, eikd silla ole vastinetta klassisessa fysiikassa

(toisin kuin rataimpulssimomentilla).

Spinin “keksivéat” 1925 Samuel Abraham Goudsmit ja George Eugene Uhlenbeck. Alku-
perdisena kimmokkeena ei ollut SG-koe, vaan atomien spektriviivojen hajonta, ns. hie-
norakenne, jota ei voitu selittdd Schrodingerin teorian avulla. Hienorakenne tarkoittaa
atomien emittoimien fotoneiden energioiden jarjestymistéd ryhmiin, jotka koostuvat jou-
kosta 1ahekkaisid viivoja. Palaamme tdhdn myohemmin.

Oletamme, ettd analogisesti rataimpulssimomentin kanssa, spinin arvoja kuvaa kaksi
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mahdollista kvanttilukua s ja my, siten, ettd (ainakin sopivassa ominaistilassa)

(8%) W?s(s 4+ 1)
(S.) = hmsg

Oletamme nyt, ettd suihkun jakautuminen SG-kokeessa on seurausta sisdisen impuls-
simomentin tuottamasta magneettimomentista ja se méérytyy :—komponentin arvoista
eli kvanttiluvusta m..

Soveltamalla nyt spiniin samanlaista paéttelyé, jolla johdettiin magneettisen dipolimo-

mentin ja sivukvanttiluvun yhteys, todetaan kéyttdmalla ehtoja m, = —s- - - s ja toisaal-
ta kokeen antamaa tulosta 2s + 1 = 2, ettd z—komponentti voi saada arvot
1 1
ms=—=, = 7.12
s 55 (7.12)
josta taas valttdmatté seuraa
1
s = -
2
3.
5 = Zn
4

Huomaa siis, ettéd spinin absoluuttinen arvo on maaratty, ja ainoa mika voi vaihdella on
2~komponentin suunta.

Kuten y,:n tapauksessa, yleisesti méadritelldan

Hs, = —GeftBMs (7.13)

jossa g. on nimeltdén elektronin gyromagneettinen vakio (engl. electron g factor). Sternin
ja Gerlachin tyyppisestéd kokeesta voidaan maarittda, kayttamalla relaatiota
0B
Fz = _7296/‘LB7’L5 (7-14)
0z

tulon g.m, arvo (muut tekijét siis tunnetaan). Taman arvoksi saatiin koetarkkuuden
rajoissa = 1, josta siis seuraa
ge =2 (7.15)

Téta ei voida laskea tdhdn mennessé esitetyn teorian avulla, toisin sanoen Schrodingerin
teoria ei anna ennustetta spinistd johtuvan magneettisen momentin suuruudelle. Re-
lativistinen kvanttimekaniikka antaa perusmuodossaan (ns. Diracin yhtdld) ennusteen
ge = 2. Nykyéén g, on mitattu huimaavalla tarkkuudella ja sen arvoksi hyviksytian?

ge = 2.0023193043718(75) (7.16)

2Joskus madritelmét menevét niin, ettd g.:n edessd on miinusmerkki, jolloin sitd ei ole kaavas-
sa (7.13).
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Poikkeama arvosta 2 selittyy elektronin vuorovaikutuksella oman sdhkémagneettisen
kenttidnséd kanssa. Poikkeamalle on myo0s pystytty laskemaan arvio kvanttielektrodyna-
miikan avulla hienorakennevakion « potenssisarjana ja yhteensopivuus on tdydellinen
(mittaustarkkuuden rajoissa).

Schrédingerin teoria ei siis ennusta spinin olemassaoloa, mutta spin voidaan liittaa sii-
hen uutena osana. Spin on itse asiassa seurausta relativististen ilmiéiden huomioimises-
ta (kuten juuri tehdédén Diracin teoriassa).

Kun spin liitetddn Schrodingerin teoriaan tapahtuu se esimerkiksi vetyatomin tapauk-
sessa korvaamalla stationaariset aaltofunktiot ,,,,, (r) spinin siséltavilld funktioilla

wnlml(r) - U)vllm,ms (I‘) = wnlml(r)Xms (717)
jossa xm, kuvaa kahta mahdollista tilaa m; = £1/2. Usein my6s merkitddn
Xmg:1/2 = X(T) ']'El Xm5:—l/2 = X(l) (7.18)

Funktiolla y,,, ei ole esitystd koordinaatin r avulla, eli spin ei eld paikka—avaruudessa
kuten L. Spin on uusi kvanttimekaaninen vapausaste.

Spin on siis riippumaton tdhén asti kaytetyistd kvanttiluvuista. Energian kannalta jo-
kainen tila jakautuu kahtia spinin kahden mahdollisen arvon perustella. Tésta siis ai-
heutuu vetyatomille uusi kaksinkertainen degeneraatio. Verrattuna sivun 127 tilantee-
seen saamme siis vetyatomin samanenergisten tilojen lukumaéréksi spinin huomioimal-
la 2n2.

7.4 Identtiset hiukkaset

Tdhdn mennessd olemme soveltaneet Schrédingerin aaltomekaniikkaa vetyatomiin.
Kuitenkin on syytéd uskoa, ettd myos muut jaksollisen jérjestelmén alkuaineet voidaan
kuvata saman teorian avulla.

Oleellinen ero siirryttdessd jaksollisessa jarjestelméssa eteenpdin tulee siitd, ettd elekt-
ronien lukuméara on vahintdan kaksi. Yhdessa ytimen kanssa tdstd muodostuu moni-
hiukkasongelma, jonka kuvaamiseen tarvitaan uusia evéitd. Muista klassisesta mekanii-
kasta, ettd kolmen kappaleen ongelma Newtonin gravitaatioteoriassa (jossa potentiaali
on samaa 1/r-muotoa kuin atomeissa) on oleellisesti ratkeamaton.

Monielektroniatomi neutraalissa tilassa tarkoittaa systeemid, jossa on ydin, jonka varaus

on +Ze ja Z kappaletta elektroneita, kullakin siis varaus —e. Elektronit vaikuttavat
ytimen ja toistensa kanssa Coulombin vuorovaikutuksen valityksella.
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Osoittautuu, ettei vetyatomin aaltofunktioiden kaltaisia tarkkoja ratkaisuja ole en&a
mahdollista 16ytdd monimutkaisemmille atomeille, mutta varsin paljon niiden ominai-
suuksista voidaan péételld myds approksimatiivisin menetelmin.

Klassisessa fysiikassa hiukkasen tilan maarda sen paikka ja nopeus. Namé suureet voi-
daan periaatteessa mitata vaikuttamatta niihin oleellisesti, jolloin usean hiukkasen sys-
teemin tilaa voidaan kuvata luettelemalla yksittédisten hitujen tilat.

Kvanttimekaniikassa taas hiukkasen tilaa kuvaavat kvanttiluvut. Monen hiukkasen sys-
teemin tapauksessa voitaisiin yrittdd kuvausta klassisen fysiikan tapaan méaarittamalla
todennikoisyystiheyden avulla odotusarvoja vaikkapa paikalle ja nopeudelle. No-
peuden ja paikan yhtdaikaista mittaamista rajoittaa epatarkkuusperiaate. Lisdksi to-
dennikoisyystiheyden médrdamisen voi arvata olevan epétriviaalia, mikéli kahta hiuk-
kasta kuvaavat aaltofunktiot peittavat toisiaan huomattavasti. Téll6in ei ilmeisesti voi
kvanttihiukkasia erotella toisistaan.

Kvanttimekaniikassa identtisiksi kutsutaan hiukkasia, joilla on sama massa, varaus ja
muut kvanttiluvut, joista juuri tutustuimme spiniin. Osoittautuu, ettd monen identtisen
hiukkasen muodostaman systeemin oikea kvanttimekaaninen kuvaus on sellainen, jossa
tulokset (kédytdnnossé siis aaltofunktiot) eivét riipu hiukkasten yksil6innista.

Tarkastellaan esimerkkind kaksihiukkastapausta. Aiemmin monisteessa sivulla 108
kasittelimme kahden hidun SY:td yhdessé ulottuvuudessa. Silloin todettiin, etta jos hiuk-
kaset eivit vuorovaikuta keskendén, voidaan kahden hiukkasen SY:n ratkaisu esittda tu-
lomuodossa

\I’(I‘1,I‘2) = @1(1‘1)"/)2(1‘2) (7.19)

jossa olemme suoraan hypanneet kolmeen ulottuvuuteen, koska sama johtopaétos pétee
sielld. Vuorovaikuttamattomuus on meilla tdssd helpottavana oletuksena; alempana esi-
tellyt johtopaatokset ovat siitd riippumattomia.

Jotteivat indeksit sekaannu, ryhdytddn kutsumaan aaltofunktion alaindekseja a:lla ja
b:11a. Aaltofunktio v, (r;) kuvaa nyt hiukkasta 1 tilassa a, tarkoittaen, ettd hituun 1 liit-
tyvid kvanttilukuja (vetyatomille siis nimm,) kuvataan yhteisesti symbolilla a.

Vaadimme alussa, ettd kvanttimekaniikan tulokset eivét riipu hitujen yksiloinnista.
Tama tarkoittaa kaytdnndssd, etteivét tulokset (esimerkiksi odotusarvot) saa riippua
siitd, kumpi hitu on tilassa a ja kumpi tilassa b.

Katsotaan todennékoisyystiheyttd. Maaritelméan mukaan
P(r1,12) = [U(ry,ra) > = 1 (r1)1h; (r2)ha (r1)1hy(r2) (7.20)

Onko tdmaé riippuvainen hitujen identifioinnista? Valitettavasti on, silld jos vaihdamme
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niiden paikkoja, saamme
P(rg,r1) = 95 (r2) ¥ (r1)a (1) s (r1) (7.21)

joka poikkeaa ensimmadisesta versiosta, silld yleisesti ottaen funktiot ¢, ja 1), ovat eri-
laisia. Tama4 siis tarkoittaa, ettd aaltofunktiot ¢, (r1)y(rs2) ja ¥a(r2)1s(r1) (jotka siis mo-
lemmat ovat alkuperéisen kahden hiukkasen SY:n ratkaisuja) antavat erilaiset ennusteet
systeemin kaytoksestd. Mika siis neuvoksi?

Asia ratkeaa kvanttimekaniikan superpositioperiaatteen avulla. Muista, ettd superpo-
sitioperiaate sanoo, ettéd systeemin kahta mahdollista tilaa kuvaavien aaltofunktioiden
lineaarikombinaatio kuvaa my6s mahdollista tilaa. Kdytdmmekin tatd hyviksemme kon-
struoidaksemme hiukkasten yksildinnistéd riippumattomat aaltofunktiot.

Emme nyt ryhdy kdymé&an lapi kaikkia mieleen juolahtavia vaihtoehtoja. Muistetaan sen
sijaan matematiikasta, ettd mielivaltainen funktio f(x) voidaan aina esittdd symmetri-
sen ja antisymmetrisen osan summana seuraavasti:

F(@) = S 1£@) + S+ 5 @) = F(-2)] (7.22)

Sovelletaan tdtd kahden muuttujan aaltofunktioon, jossa edellisen esimerkin merkin-
vaihtoa vastaa hiukkasten vaihto kesken&én. Kirjoitamme

Vg = % [tha(T1)¢(r2) + Ya(r2)¥(ry)] (7.23)
\I/A = % [’li'a(l‘1)1/}b(1‘2) - wa(rQ)wb(rl)] (724)

jossa olemme kéyttdneet alaindeksejd S ja A kuvaamaan symmetristd ja antisymmetrista
osaa. Voimme todeta, ettd hiukkasten vaihto r; < r, sdilyttda Wg:n ennallaan, kun taas
W 4:n merkki vaihtuu.

Superpositioperiaatteen nojalla molemmiét yll& esitellyt funktiot ovat alkuperéisen SY:n
ratkaisuja.

Tekija 1/+/2 on valittu niin, ettd todennékéisyystiheyden normitus siilyy, siis eksplisiit-
tisesti

Pg(ry,15) = [Vg|? = %\%(1‘1)1/%(1"2) + Yo (r2) U (r1) (7.25)

eli jos ratkaisut v, ja 1), on normitettu ykkoseen, ovat sitd myos W ja ¥ 4. Aaltofunktion
symmetrisyyden takia myos todennékoisyystiheys on symmetrinen.

Nyt on syytd huomata, ettd koska todennékéisyystiheys lasketaan itseisarvon nelion pe-
rusteella, on my6s P4 symmetrinen hiukkasten vaihdossa, joten (vuorovaikuttamatto-
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man) kaksihiukkasongelman ratkaisut jakaantuvat kahteen osaan, symmetriseen ja an-
tisymmetriseen, jotka molemmat tuottavat hiukkasten indeksoinnista riippumattomat
ennusteet (siis kdytdnndssa suureiden odotusarvot).

Vaikka siis hiukkasten indeksointi aaltofunktioissa on matemaattisen kirjanpidon kan-
nalta valttdméatonta, eivét fysikaaliset tulokset saa riippua siitd, mitd hiukkasta olemme
pééttdneet merkitd r;:11d ja mitd muilla indekseilld. Symmetrisen tai antisymmetrisen
aaltofunktion kéytt6 takaa meille timén.

7.5 Paulin kieltosaanto

Odotusarvojen ja normituksen kannalta symmetrinen ja antisymmetrinen aaltofunktio
ovat siis vuorovaikuttamattomille hiukkasille samanarvoiset. Niilld on esimerkiksi sama
energia (titd sanotaan vaihtodegeneraatioksi). Tastd on helppo varmistua, jos v, ja v,
ovat energian eri ominaistiloja, silloin

(E)g = ih/drldrg\ll*s%
= 3 Dol (e2) + ti(r2) ()]
X [(Bat B)uler)ues) + (Bu + Byl (r1)]
=B, + B, = (E),

jossa on kaytetty tietoa, ettd funktiot v, ja ¢, ovat normitettuja ja ortogonaalisia kes-
kenddn. Varmistu, ettd sama tulos saadaan myos antisymmetristd funktiota kayttamalla.

Onko sitten fysikaalisesti jotain eroa, kdytimmeko Ug:84 vai W 4:ta? Voidaan huomata,
ettd symmetrinen ja antisymmetrinen osa eroavat siind tapauksessa, jos ¢, = v,. Talloin
on vilttdmatta

Us = V2Uu(r1)ea(rs)
vy = 0

Jos siis valitsemme antisymmetrisen aaltofunktion, se haviéd, jos laitamme kaksi hiuk-
kasta samaan kvanttitilaan, ts. annamme niille samat kvanttilukujen arvot.

Vuonna 1925, tutkittuaan atomien elektronisten tilojen energioita, yksi 1900-luvun
alun fysiikan dinosauruksista Wolfgang Pauli esitti nimed4n kantavan kieltosdannon:

Kaksi elektronia ei voi olla samassa kvanttitilassa.
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Kayttden ylld annettua antisymmetristen aaltofunktioiden ominaisuutta timé voidaan
esittdd voimakkaammassa muodossa:

Monen elektronin systeemia kuvaava aaltofunktio on antisymmetrinen.

Huomaa, ettd jalkimmainen muoto on kattavampi. Ensimmé&inen muoto seuraa toisesta,
mutta lisdksi jalkimmaéinen ehto tdyttdd vaatimuksen fysikaalisten tulosten rippumatto-
muudesta hiukkasten indeksoinnista.

Paulin kieltosé@édnnolld on ratkaiseva merkitys atomien elektroniselle rakenteelle. Ilman
sitd voisimme olettaa, ettd monielektronisen atomin kaikki elektronit oleskelisivat alim-
malla elektronikuorella, joka (olettaen, ettd voimme kuvata systeemid vedyn kaltaisilla
yksihiukkastiloilla) olisi siis 1s-tila.

Miten sitten konstruoimme antisymmetrisid aaltofunktioita useammalle kuin kahdelle
hiukkaselle? Vastaus on, ettd (vuorovaikuttamattomassa tapauksessa) voimme esittdd
antisymmetriset aaltofunktiot determinanttimuodossa, joita kutsutaan Slaterin determi-
nanteiksi. Todetaan ensin, etta

1 “ 1
Uy = NG [Ya(r1)p(ra) — Ya(ra)iby(r1)] = /ol

Ya(r1) Ya(r2)
‘ 7.26
Ui(rs) a(ro) (7:26)
determinantin kehityssddnnon perusteella. Olemme kirjoittaneet 2! = 2 - 1 = 2, koska
tarvitsemme kertomafunktiota yleistyksessimme. Nyt sitten analogisesti kolmelle hiuk-
kaselle ‘

Ya(r1) a(ra2) va(rs)
—=| ¥s(r1) hu(r2) Pp(rs) (7.27)

1 “ ‘

VI Gulry) welra) o)
joka voidaan todeta antisymmetriseksi, sekd normitetuksi kertomafunktion perusteella,
jos yksihiukkasfunktiot ovat normitettuja.

Uy =

7.6 Spin ja kieltosaanto

Kieltosdannolld, symmetrisilld ja antisymmetrisilld aaltofunktiolla ja kvanttihiukkasten
spinilld on syvéllinen yhteys keskendan. Totesimme Sternin-Gerlachin kokeen yhtey-
dessd, ettd elektroniin liittyy spinkvanttiluku s = 1/2. Osoittautuu, ettad kaikki alkeis-
hiukkaset® voidaan jakaa spinin perusteella kahteen joukkoon: niihin, joiden spin on
kokonaisluku (0, 1,2, ...) ja niihin, joiden spin on puolikokonaisluku (1/2,3/2,5/2,...).

30lemme tdhdn mennessd tutustuneet fotoniin, elektroniin, protoniin ja neutroniin. Kaksi
jalkimmaistéd eivét sanan varsinaisessa merkityksessé ole alkeishiukkasia, silld ne koostuvat kvarkeista,
jotka ovat alkeishiukkasia (fermioneja).
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Kokonaislukuisen spinin omaavia hiukkasia kutsutaan bosoneiksi*, niit4, joiden spin on
puolikokonaisluku fermioneiksi®.

Spinin ja aaltofunktion symmetrian liittd4 toisiinsa Spin—statistiikka —lause. Sen mu-
kaan

Bosoneista koostuvien systeemien aaltofunktiot ovat symmetrisié ja fermioneista
koostuvien systeemien aaltofunktiot antisymmetrisia.

Elektronin lisdksi muut aineen rakenneosat protonit ja neutronit ovat fermioneja (spin
1/2), fotonit taas bosoneja (spin 1). Nyrkkisdanto: aineen rakenneosat ovat fermioneja,
vuorovaikutuksia vélittdvét hidut taas bosoneita.

Spinin ja statistiikan yhteydelle ei ole mitd&n ilmeisté perustelua. Lauseelle on olemassa
Paulin konstruoima monimutkainen todistus, joka perustuu kvanttikenttdteorian omi-
naisuuksiin, mutta télla tasolla joudumme ottamaan sen annettuna.

Kahdelle hiukkaselle jako symmetriseen ja antisymmteriseen osaan oli suoraviivaista,
eiki itse asiassa muita mahdollisuuksia toteuttaa edelld kuvattua permutaatiosymmetri-
aa olekaan téssa tapauksessa. Useamman kuin kahden hiukkasen tapauksessa voisimme
matemaattisesti konstruoida monia muitakin vaihtoehtoja (esim. osittain symmetrisid
tai antisymmetrisid aaltofunktioita), mutta luonnossa esiintyvia systeemeja kuvaa-
vat aaltofunktiot ovat joko tdysin symmetrisid (bosonit) tai tdysin antisymmetrisia
(fermionit).

7.7 Kaksihiukkassysteemi

Kun ryhdymme konstruoimaan antisymmetrisia aaltofunktioita atomeille (nimenomaan
atomien elektroneille, ydin ei ole identtinen hiukkanen elektroneiden kanssa, joten siitd
ei tarvitse huolehtia), meidan on muistettava, ettd kokonaisaaltofunktio koostuu ava-
ruusosasta ja spinosasta.

Koska liitimme spinin késin Schrodingerin teoriaan, ovat yksihiukkassaaltofunktiomme
yleensi ottaen tulomuotoisia:

Kokonaisaaltofunktio = avaruusosa x spinosa.

“4Satyendranath Bose, intialainen fyysikko
SEnrico Fermi, italialais—amerikkalainen fyysikko
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Katsotaan mité tédsta seuraa kahden hidun tapauksessa (tdta voidaan ajatella yksinker-
taiseksi malliksi heliumatomille, jossa jitdmme pois elektronien vélisen Coulombin vuo-
rovaikutuksen). Oletetaan, ettd voimme kdyttda samanlaisia yksihiukkasfunktioita kuin
vedyn tapauksessa. Silloin heliumin kahdelle elektronille

1
V=— Un mms 1 Vnitrmim!, 2) — Unimim 2 n'I'm/'m/, 1 (728)
ﬂ[z (D nrrmmy (2) = Yntmm, (2)nirmeny (1)]

jossa olemme merkinneet yksinkertaisuuden vuoksi hiukkasindeksié vain luvulla.
Totesimme aiemmin, ettd yksihiukkasfunktio voidaan kirjoittaa muotoon

wnlmm,‘ = YnimXms (7.29)

Nyt spinosa X, voi olla vain jompikumpi kahdesta vaihtoehdosta x, tai x;.

Nyt siis kahden elektronin kaikki kvanttiluvut eivét saa olla samoja. Spin tarjoaa yksi-
kertaisimman mahdollisuuden saavuttaa tdmaé: spin voi saada ainoastaan arvot +1/2,
joten kahdelle hiukkaselle voimme pitdd muut kvanttiluvut samoina ja vaihtaa spinin.
Eksplisiittisesti voimme ottaa esimerkin

_ L | too(D)x (1) 100(2)x1(2)
\Ij_\/i Pro0(1)x; (1) ¥100(2)x,(2) (7.30)

joka voidaan edelleen kirjoittaa muodossa

U = o0 (1)¢100(2) ¥ —= D (Dxu(2) = xu(Dx1(2)] (7.31)

1
V2
Téssd siis on symmetrinen avaruusosa ja antisymmetrinen spinosa. Yhté hyvin olisimme
voineet valita antisymmetrisen avaruusosan ja symmetrisen spinosan. Luokitelkaamme
nyt kahdelle hiukkaselle eri vaihtoehdot:

(/KU = % [@mm(l)ﬂ?mz'm'(2) - ’l//‘”l"L(Z)w",l,m,(1)}
L g’v = % [wﬂlm(l)wn’l’m’(Q) + wnlm(Q)w"’l’m/(l)]

ja spinille

Xa = x1(2) = xi(Mx: ()] (singletti)
(2) (tripletti)
Xs = \[[XT X1(2) +x1(1)x1(2)] (tripletti) (7.32)
x1(2) (tripletti)
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Nimitykset singletti ja tripletti selvinnevat myohemmin.

Nyt kokonaisaaltofunktion pitaa olla antisymmetrinen, joten meilld on vaihtoehdot

U o= % xys tai
U o= 9% x x4 (7.33)

ja sitten valitsemme ylla esitetyistd vaihtoehdoista avaruus— ja spinosille. Tdméa antaa
siis heliumatomille (unohtaen siis elektronien keskindisen vv:n) neljd mahdollista ti-
laa, jotka ovat oleellisesti seurausta Paulin kieltosddnnostd. Sama periaate toimii myos
useamman kuin kahden elektronin systeemeissa, vaikka siella emme voikaan luetteloida
tiloja ndin yksinkertaisesti kuin téssa, tarkastelemalla erikseen spin- ja avaruusosia.

7.8 Monielektroniatomit

Aiemmissa luennoissa totesimme vetyatomin ominaisuuksien maardytyvan sen aalto-
funktioiden perusteella. Olennaisimpia piirteita olivat perustilan olemassaolo ja ener-
giatilojen kvantittuminen. Nami ovat yleisid sidottujen systeemien ominaisuuksia
kvanttimekaniikassa.

Nyt haluamme selvittd4 monielektronisten atomien elektronisten tilojen ominaisuuksia.
Edellisessa luennossa selvisi jo, ettéd spinin olemassaolo ja kieltosddnnon soveltaminen
johtivat kaksielektronisen atomin elektronitilojen luokitteluun neljdén eri tyyppiin. Sa-
mat periaatteet soveltuvat muihinkin monielektroniatomeihin.

Monielektronisten atomien tuntemuksella on selvd tavoite: ympérillimme olevan ai-
neen ominaisuudet médrdytyvét olennaisesti niiden elektronisten tilojen rakenteesta.
Niistd maaraytyy se, millaisia sidoksia atomit voivat muodostaa toistensa kanssa, eli
millaisia yhdisteitd voidaan muodostaa (tdmi muodostaa epdorgaanisen kemian perus-
tan). Edelleen elektroninen rakenne mééraa kullekin alkuaineelle tyypilliset fysikaaliset
ominaisuudet, kuten sdhkonjohtavuuden, sulamispisteen ym. (yleensi téllaisten omi-
naisuuksien maarittely on mielekésta vain suurille ainemaarille).

Kemialliset ja fysikaaliset ominaisuudet ovat teknisessd mielessd seurausta atomin aalto-
funktioiden ominaisuuksista. Kun aaltofunktio tunnetaan, voidaan selvittia tilojen omi-
naisuudet laskemalla vastavien suureiden odotusarvoja.

Monielektronisen atomin aaltofunktion ratkaiseminen on huomattavasti hankalampaa
kuin vetyatomille. Tdma4 johtuu elektronien vilisestd Coulombin vuorovaikutuksesta.
Analyyttisid ratkaisuja, jonka konstruoimme vetyatomille, ei endé saada. Yleisesti ottaen
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aaltofunktoiden laskeminen perustuu numeerisiin menetelmiin ja monille systeemeille
saadaankin hyvin tarkkoja aaltofunktioita tdlld tavoin. Tdmé&n kurssin tavoitteet ovat
hieman vaatimattomammat.

Osoittautuu, ettd monielektronisten atomien ominaisuuksista voi paatelld paljon
kayttamalld edellisissd luennoissa opittua Paulin kieltosddntoa ja arvioimalla jarkevésti
hiukkasten valisid vuorovaikutuksia. Tavoitteenamme on erityisesti ymmaértia kvalita-
tiivisesti alkuaineiden jaksollisen jarjestelman rakenne ja se, miten kemialliset ja fy-
sikaaliset ominaisuudet paépiirteisséén riippuvat elektronisesta rakenteesta.

7.9 Keskeiskenttiaapproksimaatio ja kuorimalli

Aloitetaan aaltofunktioiden metséstys tarkastelemalla yhden elektronin (pisteessd ry)
sdhkostaattista potentiaalienergiaa atomissa, jossa on kaiken kaikkiaan Z elektronia.
Potentiaalienergia koostuu vuorovaikutuksesta ytimen (koordinaatiston origossa) ja
muiden elektronien (pisteissa r;) kanssa. Eksplisiittisesti

Z
1 Ze? 1 e?

" dmey 1 dreg v, — 15
0 Tk eyttt 0|k 3

Vi) = (7.34)

Huomaa, ettd summassa indeksi 7 ei saa arvoa k, koska elektroni ei vuorovaikuta itsensa
kanssa.

Ilman jalkimmadistd elektronien valistd vuorovaikutusta kuvaavaa osaa jokainen elekt-
roni siis kayttdytyisi kuin vedynkaltaisessa atomissa. Koska ytimen varaus on Ze, on yk-
sittdisen elektronin ja ytimen vélinen vuorovaikutus huomattavasti voimakkaampi kuin
jonkin toisen elektronin kanssa. Kuitenkin, koska elektroneita on paljon, ei niiden valisid
vuorovaikutuksia voi suoralta kddelta jattda huomiotta.

Haluamme kuitenkin approksimoida elektronien vélistd vuorovaikutusta niin, etti voi-
simme kéyttdd mahdollisimman pitkélle vedynkaltaisen atomin tapauksessa oppimiam-
me kasitteitd, kuten tilojen luokittelua kvanttilukujen avulla.

Ensimmaéinen jarkevé approksimaatio on ns. keskeiskenttiamalli (engl. central field mo-
del). Sen olennainen sisiltd on se, ettd elektronien valistd monimutkaista vuorovaiku-
tusta approksimoidaan olettamalla, ettd elektronit ovat jakautuneet keskimé&éarin tasai-
sesti ytimen ympdrille. Talloin yksittdinen elektroni kokee keskimddrdisen vuorovaiku-
tuksen, joka on seurausta ydinvarauksesta ja muista elektroneista johtuvasta varauspil-
vestd.
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Kuva 7.3: Keskeiskenttdmallissa elektroni nidkee ytimen ja muiden elektronien tuotta-
man keskimédrdisen pallosymmetrisen potentiaalin.

Erityisesti 1ahelld ydinta elektroni “nikee” kdytdnnossa paljaan ydinvarauksen Ze, kun
taas kaukana ytimestd muut elektronit varjostavat ydinté niin, ettd yksittdinen elektroni
nidkee vain varjostetun nettovarauksen Ze + (Z — 1)(—e) = e.

Alkuperdinen potentiaalienergia korvataan siis pallosymmetriselld nettopotentiaalilla
Ver(r), joka kéyttdytyy kuten

1 Ze?

Veg(r) — _47TEUT€ kun r—0
1 €

Veg(r) — — C kun r— oo

4meg T

Oletimme nettopotentiaalin pallosymmetriseksi, mista nimi keskeis-
kenttdapproksimaatio. Palataan vdhdn myohemmin siihen, miten téllainen potentiaali
saadaan selville.

Koska nettopotentiaali ei riipu kuin yhden elektronin koordinaatista, tarkoittaa se, ettéd
monen elektronin Schrédingerin yhtilon energialauseke

h? 2R
B= g SOV Y V) = Y [  Vi) 7.35)
1= =1

2m

on summa Z:n yksittdisen elektronin energioista. Télloin voimme soveltaa separointi-
tekniikkaa, ja todeta, ettd SY:n ratkaisuna on tulomuotoinen funktio

\Ij(rh To, ..., rZ) = Ual (rl)wa‘z(r2> T wﬂz (rz) (7.36)
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Tastd saadaan determinanttinotaatiolla konstruoitua antisymmetrinen tila, jolloin Pau-
lin kieltosdanto siis automaattisesti toteutuu. Meille riittda kuitenkin yksihiukkasfunk-
tioiden tarkastelu.

Koska approksimatiivinen potentiaalimme on pallosymmetrinen, pitee jokaiselle yksi-
hiukkasfunktiollemme sama tosiasia kuin vetyatomin tapauksessa, eli ne ovat muotoa

q/)nlmm,- (ré) = ¢7Ll<7,2‘))/lnl (0, (75)Xm~ (737)

Nyt radiaalinen aaltofunktio saadaan yleisesté radiaalisesta yhtalosta (6.28) asettamalle
potentiaalin V' paikalle nettopotentiaali V.;.

Nyt meilld ei vield ole tietoa nettopotentiaalin V.; muodosta, lukuunottamatta edelld
annettuja asymptoottisia ehtoja. Jos radiaalista yhtdlod halutaan ratkaista, pitdaédkin en-
sin olettaa jokin muoto V,;:lle ja ratkaista sitten radiaalinen yht&lo. Oletus voi tietysti
olla puhdas arvaus, mutta myos kokemusperdisid muotoja voi kayttda. Kuitenkin, riip-
pumatta lahtéarvosta potentiaalille, ratkaisua voidaan tarkentaa jatkamalla proseduuria
iteratiivisesti. Katsotaan téta lyhyesti.

Jos radiaalinen yhtélé on ratkaistu arvaamalla jokin muoto nettopotentiaalille V,y,
eivit aaltofunktiot ja energiat arvatenkaan ole kovin tarkkoja. Parempi arvio saa-
daan hakemalla uusi arvio potentiaalille ja toistamalla menetelmdi. Tadméa tarkoit-
taa, ettd ensimmadaisessd vaiheessa saaduista yksihiukkasratkaisuista muodostetaan to-
dennikdisyystiheyden kasitettd kdyttdmalld varaustiheys kaavalla

p(re) = —elt(ry))? (7.38)

Tamédn perustelu on yksinkertainen: koska [¢(r;)|> antaa elektronin to-
dennidkoisyystiheyden pisteessa rj, saadaan varaustiheys yksinkertaisesti kertomalla
tuo yhden elektronin varauksella.

Nyt voidaan muodostaa koko atomin varaustiheys yhdistimalld yksittdisten hitujen
tuottamat varaustiheydet ja ytimen varaustiheys. Télloin saadaan Maxwellin I lakia (eli
Gaussin lakia)

vV-E=-vv=2 (7.39)

€0
kayttdmalld laskettua uusi potentiaali 1, joka voidaan syottdd takaisin radiaaliseen
yhtéloon ja ratkaista se uudelleen (palloharmonisten funktioiden ominaisuuksista seu-
raa, ettd talla tavalla saatu uusi potentiaali on edelleen pallosymmetrinen, ks. esim. ER
s. 252). Télloin tuloksena ovat uudet aaltofunktiot ja energiat. Taté jatketaan niin kau-
an, kunnes perédkkaisista iteraatiokierroksista saadut aaltofunktiot eivit merkittavasti
eroa toisistaan.

Téama kaikki pitéa tietysti tehdd numeerisesti tietokoneen avulla.
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n [ Ey m ms  Tiloja Nimitys

1 0 El(] 0 :tl/?. 2 1s
2 0 By 0 12 2 2%
3 2 Eyp —2---2 £1/2 10 3d

Joka tapauksessa, kun radiaalinen yhtal6 ratkaistaan, saadaan radiaaliset aaltofunktiot
¢ ja vastaavat energiat F,,;. Huomaa, ettd yleisesti energia riippuu myos kvanttiluvusta
| —vetyatomi oli poikkeus. Saadut kvanttiluvut toteuttavat samat ehdot kuin vetyatomin
tapauksessa, siis | = 0,1,...n — 1jam = —[---[. Lisdksi aina magneettinen spinkvant-
tiluku mg = £1/2.

Tédmaén jdlkeen energiat jirjestetddn pienimmdéstd suurimpaan ja ryhdytdén konstruoi-
maan vastaavia elektronisia tiloja pitden mielessd Paulin kieltosdanto. Siis vain yksi
elektroni voi olla yhdessa kvanttitilassa, eli omata kvanttiluvut (n,l, m, m;). Ideana on,
ettd ryhmitelldén tilat keskenddn samanenergisiin joukkoihin, joita sanotaan kuoriksi.
Kuoria tarvitaan niin paljon, ettd kaikki elektronit ovat 16yténeet paikkansa. Meidan on
jérjestettdva energiat pienimmaéstd suurimpaan, koska nédin saamme kokonaisenergian
pienimmaksi mahdolliseksi. Tdma on yleinen periaate fysiikassa: systeemit asettuvat
alimman energian tilaan.

Kieltosddnnon soveltaminen kertoo, ettd yhdelld kuorella (vastaten tiettyd paria (n, 1))
olevien elektronien suurin mahdollinen lukumaéré on

(m~kvanttilukujen maara) x (m,—kvanttilukujen maara)
eli lyhyemmin elektronien lukumé&éré kuorellaon 0---2(20 + 1).

Kuorten nimeédmiseen kéytetddn sivulla 123 annettuja nimié sivukvanttiluvulle; tima
on spektroskooppinen notaatio. Katsotaan yksityiskohtaisesti seuraavan taulukon avulla:

Téllainen elektronitilojen luokittelu on oleellisesti keskeiskenttédoletuksesta seuraavan
kuorimallin sisalt6. Ylldolevan taulukon kaltaisella jaottelulla saadaan arvio eri alkuai-
neiden perustilojen rakenteelle. Usein ylld annettuja paa- ja sivukvanttiluvuista riippu-
via kuoria sanotaan alikuoriksi. Téll6in eri /:n mutta saman n:n omaavat kuoret muo-
dostavat pddkuoren.
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Tarkastellaan nyt hieman kuorimallin ominaisuuksia. Ensinnikin, miten energiat suh-
tautuvat toisiinsa? Vetyatomissa energia riippui kvanttiluvusta n siten, ettd aina pie-
nemmain n:n omaavalla tilalla oli pienempi energia (siis riippuvuus vedylle oli E,, ~
—n~2). Nyt voisi olettaa, ettd sama péitee myds monen elektronin atomille. Tdima onkin
melkein totta; energian riippuvuus sivukvanttiluvusta / aiheuttaa kuitenkin poikkeuksia
tdhdn sddntoon. Aina patee kuitenkin seuraava sdinto:

Samaa péddkvanttilukua n vastaavilla kuorilla pienimmén /:n omaavalla on pienin ener-
gia.

Monen elektronin atomeille kuorien tayttymisjarjestys on seuraavan listan mukainen.
Poikkeavat tapaukset (“liian aikaisin” tulevat kuoret) on lihavoitu:

1s,2s,2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d, 5p, 6s,4 f, 5d, 6p, 7s,5f,6d, . .. (7.40)

Té&ma lista siis kertoo, milla kuorilla on elektroneita (eli mitkd kuoret on miehitetty), kun
siirrytidn jaksollisessa jarjestelmédssd eteenpdin. Saamme siis listan vety (1 elektroni 1s—
kuorella, notaatio 1s'), helium (2 elektronia 1s—kuorella, notaatio 1s?), litium (1s%2s'),
jne.

(Seuraavat tarkastelut ovat helpompia seurata, jos haet silmiesi eteen alkuaineiden jak-
sollisen jarjestelmian. Printtaa se vaikka netista osoitteesta www.webelements . com)

Seuraavalla luennolla tarkastelemme hieman ldhemmin impulssimomenttikvanttiluku-
jen maaraytymistd monen hiukkasen systeemissé, joka oleellisesti kertoo, millaisia ovat
vajaasti téytetyt elektronikuoret. Katsotaan tdssd lyhyesti millainen on tiyden alikuo-
ren (n,l) symmetria, eli tarkemmin, milta nédyttd4 tdyden kuoren varaustiheys. Yhteen
elektroniin liittyvé varaustiheys on siis

p(r) = —€ldni(r)Yim(0, ) xm.|* (7.41)

Kun halutaan saada yhden tdyden kuoren kokonaisvaraustiheys, on laskettava yhteen
kuoren yksittaisten elektronien tiheydet. Oleellisesti on siis laskettava yhteen kvanttilu-
vut m ja m,. Saamme

1/2

l
pua(r) = =€l ()2 D Vim0, ) > x| (7.42)

m=-1 ms=—1/2

Jalkimmaéinen summa voidaan katsoa spinfunktioita koskevaksi normitusintegraaliksi
(muista, ettd spinmuuttuja on diskreetti, joten integraali korvautuu summalla), eli sen
arvoksi asetetaan suoraan 1. Palloharmonisten funktioiden kohdalla taas pitee relaatio
(otetaan tulos annettuna, eika ldhdet4 todistamaan)

S Yin(6,0)

m=—1

2041

=i (7.43)
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Néin ollen saadaan

2t (7.44)
joka ei riipu kulmista eli on pallosymmetrinen. Vastaavasti, jos kuori ei ole taysi,
tulee varaustiheydeksi jokin monimutkaisempi kulmista riippuva funktio. Koska ato-
mi on kokonaisuudessaan neutraali, on sihkokenttd kaukana atomista nolla. Atomin
laheisyydessa kentté voi sen sijaan olla nollasta poikkeava, johtuen epitasaisen varaus-
jakauman tuottamista multipoliefekteistd. Jos kuori on tdysi ja varausjakauma pallosym-
metrinen, ei korkeampia multipoleja ole Tédma tarkoittaa, ettei silld ole s&hkdista dipo-
limomenttia. Samoin osoittautuu, ettd tdyden kuoren omaavan atomin kokonaisimpuls-
simomentti on nolla, joten silld ei ole myoskddn magneettista (dipoli)momenttia.

pu(r) = —e€

Taméan tarkastelun idea on se, ettd kunkin alkuaineen kemialliset ominaisuudet
maaraytyvat oleellisesti sen uloimman elektronikuoren téyttoasteesta. Taysi elektro-
nikuori tuottaa pallosymmetrisen varausjakauman josta seuraa, ettd tdydet kuoret ovat
kemiallisesti epédaktiivisia. Ne eivat siis helposti luovuta tai ota vastaan ulkopuolelta tu-
levia elektroneita. Elektronien luovuttamiseen ja vastaanottamiseen liittyy tyypillisesti
atomin virittyminen johonkin perustilaa korkeampaan energiatilaan.

Toinen merkittdva syy, joka vaikuttaa kemialliseen aktiivisuuteen ja jota tiytyy tarkastel-
la yhdessa tdyttdasteen kanssa, on energiaero kuorien valilla: jos uloin kuori on tdynna,
vaatii atomin virittdminen suhteellisen korkean energian, koska seuraavat vapaat elekt-
ronitilat ovat tietyn vélimatkan pddssa perustilasta. Sen sijaan avoinkuorisen atomin
(siis atomin, jonka uloin kuori ei ole tdynnd) virittdiminen on helpompaa, koska vajaalla
kuorella on avoimia paikkoja.

Jaksollisessa jarjestelmissd alkuaineita, joiden uloin elektronikuori on tdysi p—kuori,
kutsutaan jalokaasuiksi (helium, neon ...radon). Nimi heijastelee niiden kemiallista
inerttiyttd. Helium lasketaan myos jalokaasuihin, vaikka sen uloin kuori on s—kuori.
Huomaa siis, ettd kaikki alkuaineet, joiden uloin kuori on taysi, eivit ole jalokaasu-
ja. Jalokaasujen ominaisuudet ovat seurausta siitd, ettd p—kuorta seuraavan s—kuoren
valilld on erityisen suuri energiaero. Jos siis jalokaasu halutaan virittdd korkeampaan
energiatilaan, edellyttdé se elektronin nostamista (véhintdin) tdmin energiaeron ver-
ran. Jalokaasuissa siis yhdistyy pallosymmetrinen varausjakauma ja suuri energiaero
kuorten valilla.

Kun mennaén jalokaasusta yksi askel eteenpéin, saadaan alkuaine, jolla on yksi elektro-
ni s—kuorella. Niita alkuaineita (vetyé yleensa lukuunottamatta) sanotaan alkalimetal-
leiksi. Niille on ominaista, ettd ne luovuttavat ja vastaanottavat helposti elektronin va-
jaalle kuorelle. Ne siis muodostavat helposti yhdisteitd. Erityisen innokkaasti yhdisteita
muodostetaan alkuaineiden kanssa, joiden elektronikuori on vajaa, siis halogeenien
(fluori, kloori, . ..) kanssa.
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elektroni tai fotoni

3P —O@——0—
3s O—O @
2p -0-0-0-0-0-0
2s o—O —OS
1s o—@ o—©@

S

Kuva 7.4: Vasemmalla piiatomin perustilan elektronikonfiguraatio, oikealla virittynyt
tila.

Elektronikuorten kokeellinen tutkimus perustuu atomien emittoimien spektrien tutki-
miseen. Katsotaan néitd seuraavaksi.

7.10 Atomien spektrit

Kuorimalli johtaa meidat tarkastelemaan elektronien siirtymié eri kuorien vélill4. Kuoret
vastaavat nyt vetyatomin stationaarisia orbitaaleja, ja transitioon kuorten valilla liittyy
vastaavan suuruisen energian emissio atomista tai absorptio atomiin.

Aiemmin sivulla 55 kéytiin lyhyesti 14pi erilaisten prosessien nimityksid. Katsotaan naita
nyt hieman tarkemmin kuorimallin kannalta. Kuvassa 7.4 vasemmalla on néytetty pii-
atomin elektronikuoret perustilassa kuorimallin mukaan.

Piin elektronikonfiguraatio on siis perustilassaan 1s?2s22p%3s?3p?. Tdma tarkoittaa,
ettd pii on avoinkuorinen atomi, koska ylimmalld 3p-kuorella on vield nelja paikkaa va-
paana. Usein notaation pohjana kdytetddn jalokaasuja siten, ettd esimerkiksi piille mer-
kittdisiin konfiguraatioksi [Ne]3s23p?, joka tarkoittaisi, ettd oheiset 3s— ja 3p—elektronit
on lisétty neonin konfiguraatioon.
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Kuvan 7.4 oikeanpuoleisessa osassa on ndytetty piin virittynyt tila. Siini siis yksi miehi-
tetylld kuorella alunperin ollut elektroni on nostettu pois, tisséd tapauksessa 3p-kuorelle.
Elektronin nosto on tapahtunut tuomalla atomiin energiaa esimerkiksi elektroni- tai fo-
tonitorméykselld.

Tassd tapauksessa merkitsemme piin konfiguraatiota esimerkiksi notaatiolla
1522s12p%3523p? tai vaikkapa Si2s~!3p%. Notaatiot siis vaihtelevat.

Virityst4, jossa elektroni nostetaan jollekin korkeammalle sidotulle tilalle, sanotaan re-
sonanssiviritykseksi. Nimitys johtuu siitd, ettd virittdvan hiukkasen energian on oltava
tdsmalleen transitioon osallistuvien kuorten energiaeron suuruinen, tissa tapauksessa
siis AFE = Egp — EQS.

Viritys voi myos tapahtua jatkumoon, mika tarkoittaa, ettd elektroni irtoaa atomista.
Télloin virittdvén energian on oltava vahintddn ionisaatioenergian suuruinen. Kuoren
nl ionisaatioenergia I,; voidaan muodollisesti madritelld kaavalla I,; = lim,_.o, Eppy —
E,;, analogisesti vetyatomin tapauksen kanssa. Jos siis “dédrettomén korkealla” sijaitse-
van kuoren energia on nolla, miké on jarkevé oletus, patee ionisaatioenergialle suoraan
Ly=—-E,.

Kun atomi viritetddn, tarkoittaa se energian kannalta sitd, ettd atomi ei ole endd alim-
massa mahdollisessa energiatilassa. Atomi pyrkii palautumaan alimpaan tilaan, mika
esimerkissamme edellyttédd sitd, ettéd joltain ylemmaltd kuorelta “putoaa” elektroni 2s—
kuorella olevaan aukkoon. Téll6in taas vapautuu energiaa méérd, joka on transitioon
osallistuvien kuorten energiaeron suuruinen.

Kuvassa 7.5 on esitetty (laserilla polarisoitujen) rubidiumatomien fotoelektronispektri,
jossa on tarkasteltu erityisesti 4s—elektronien emissiota.

Vaihtoehtoinen tapa katsoa tilannetta on ajatella alemmalla kuorella olevaa aukkoa.
Transitiossa aukko hyppaa ylemmalle kuorelle, jolloin vapautuu vastaava energia. Huo-
maa, ettd jos ajatellaan aukkoja, on niiden energia yhtasuuri mutta vastakkaismerkki-
nen elektronin energian kanssa.

Koska kuorten energiat ovat kullekin alkuaineelle ominaiset, ovat myos kuorten vélisissd
transitioissa emittoituvat energiat ominaisia kullekin alkuaineelle. Néitd alkuaineelle
ominaisia transitioenergioita sanotaan kyseisen alkuaineen karakteristiseksi spektrik-
si.

Kuorten vélisistd transitioista syntyvéa karakteristinen spektri on luonteeltaan viivaspekt-

ri. Sen eri viivat nimetdin ottamalla kédyttoon padkvanttiluvulle n jo I:lle kaytetty spekt-
roskooppinen notaatio. Nimet ovat oheisen taulukon mukaiset:
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Kuva 7.5: Laserpolarisoitujen rubidiumatomien 4s fotoelektronispektri.

=
N
S w
Z a
[N}

Spektrin nimi méérédytyy taytettdvan aukon mukaan. Eli esimerkissimme piille, kos-
ka aukko on 2s-kuorella, spektriviivaa kutsuttaisiin L—viivaksi. Koska padkvanttiluvun
arvoa 2 vastaavat /:n arvot O ja 1, jakautuvat L-viivat vield aliviivoihin L; ja Lj;.
Koska tilanteessa itse asiassa vaikuttaa vield harjoituksissa 10 kisitelty spin-rata —
vuorovaikutus, tulee kolmaskin L-viiva mahdolliseksi.

Riippuen sitten siitd, miltd kuorelta aukon tayttévé elektroni tulee, jakautuvat vield
namé eri L:n komponentit erikseen. Kuitenkin transitioita ei voi tapahtua mielival-
taisten kuorten vélill4, vaan mahdollisuuksia rajoittavat valintasdannot. Tarkastellaan
néiden perusteita seuraavaksi.
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7.11 Impulssimomenttien kytkenta ja valintasadnnot

Edelld esitellyt karakteristiset spektrit eivat oleellisesti luonteeltaan riipu siité, etté ato-
missa on keskenddn vuorovaikuttavia elektroneita. Karakteristisen spektrin syntyme-
kanismi on kuorten vélinen energiaero, ja kuorten kisitteeseen taas on paadytty tar-
kastelemalla keskeiskenttdmallin mukaisia toisistaan riippumattomia elektroneita (tai
tarkemmin, elektronien vélistd vuorovaikutusta on approksimoitu efektiiviselld keskeis-
vuorovaikutuksella).

Aiemmin luennoissa sivulla 147 todettiin, ettd kaksihiukkassysteemille, vaikka hiuk-
kaset eivat vuorovaikuta keskendédn, voidaan Paulin kieltosddnnon avulla todeta, etta
elektroniset tilat jakautuvat neljdan eri tyyppiin, johtuen neljisté eri tavasta muodostaa
antisymmetrinen kaksihiukkastila spinfunktioiden symmterian perusteella.

Tama oli itse asiassa esimerkki impulssimomenttien yhteenlaskusta. Kyseessa oli siis
spin, eli sisdinen impulssimomentti. Vastaavalla tavalla voidaan luokitella avaruuskoor-
dinaateista riippuvia aaltofunktioita laskemalla yhteen niiden rataimpulssimomentteja.
Edelleen rataimpulssimomentti ja spin voidaan liittda yhteen.

Madritellddn nyt yhden elektronin kokonaisimpulssimomentti j summana sen rataim-
pulssimomentista | ja spinista s kaavalla

j=l+s (7.45)

Olemme kéyttdneet pienié kirjaimia, koska varaamme isot kirjaimet kuvaamaan usean
elektronin systeemin impulssimomenttisuureita.

Miksi otamme k&ytt66n uuden impulssimomentin? Siksi, ettd impulssimomentti on
kvanttimekaniikassa kuten klassisestikin sdilyvd suure, misti seuraa tiettyjad rajoituk-
sia mahdollisille prosesseille.

Kun siis haluamme tarkastella transitioita monielektronisessa atomissa, vaatimus im-
pulssimomentin sdilymisestd kertoo meille, mitké transitiot ovat mahdollisia. Impuls-
simomentin sdilymista sovelletaan laskemalla yhteen transitioon osallistuvien hitujen
impulssimomentit alku- ja lopputiloissa ja vaatimalla summan séilyminen.

Lisdksi impulssimomentin yhteenlasku kertoo meille, mika on esimerkiksi monen elekt-
ronin systeemin magneettinen dipolimomentti. Voimme nimittiin olettaa, laajentamalla

aiempaa madritelméd, ettd monen elektronin tapauksessa p ~ >, 1;.

Madritelmé on siis tavanomainen vektoreiden yhteenlasku, mutta kvanttimekaanisen
impulssimomentin luonne tuo yhteenlaskuun uusia piirteitd. Muista, ettd normaali ma-
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temaattinen tapa laskea vektoreita yhteen on summata niiden eri komponentit kes-
kenéén, ts. josc =a+b,on¢ = a; + b;.

Téllainen médritelmd, vaikka se sinéinsé on tietysti voimassa my0s kvanttimekaanisesti,
ei kuitenkaan auta meité erityisesti, koska kuten muistamme rataimpulssimomentin ja
spinin kasittelystd, niiden kaikkia komponentteja ei voi méarittdd samanaikaisesti (tdmé
on erds epatarkkuusperiaatteen ilmentyma).

Muistamme, ettd paras mihin pystyimme on impulssimomentin ominaistila, jossa im-
pulssimomentin pituus ja projektio valitulle akselille olivat maaratyt. Eli jos merkitdan
tallaista aaltofunktiota ¢(I,m, s, ms), pétee

Po(l,m,s,mg) = KA+ 1)¢(l,m, s, myg)
Lo(l,m,s,ms) = hmo(l,m,s,ms)
2

s’o(l,m,s,m,) = h’s(s+1)o(l,m,s,m,) = %¢(Z,nz7s7ms)

h
$.0(1,m, s,my) hms ¢(l,m, s,ms) = :tg,o‘(l, m, s, ms)
Kysymys impulssimomentin yhteenlaskusta tarkoittaa nyt sitd, miten voimme maarati
uuden tilan 9 (j, m;) siten, ettd uusi tila olisi ominaistila kokonaisimpullsimomentille?

Koska kokonaisimpulssimomentti on kvanttimekaanisesti samanlainen suure kuin 1 ja s,
tarkoittaa tilan madradminen sitd, ettd ¢ (j, m;):lle patee

Pomy) = R0+ D), my)
]zl/}(Jv 7nj) = h"n]’ E)(j,'/”’lj)

Osoittautuu, ettd uusi tila (j,m;) on tietty lineaarikombinaatio l&htotiloista
o(l,m, s, ms), vastaten eri m:n ja m,:n arvoja. Tédssd siis toteutuu superpositioperiaa-
te.

Emme tissd ryhdy johtamaan laskusdantéja impulssimomentin yhteenlaskulle, vaan
jatdmme sen mydhempien kurssien huoleksi. Tarkastellaan nyt vain yksinkertaisen vek-
torimallin avulla, miten homma kvalitatiivisesti menee.

Kuvassa 7.6 on esitetty approksimatiivinen tilanne, jossa 1 ja s ovat riippumattomia
toisistaan. Silloin ne molemmat prekessoivat z—akselin ympaéri toisistaan riippumatta.
Téama olisi totta tarkasti, jos systeemissé ei olisi mitddn vuorovaikutusta, joka liittda
ndma toisiinsa. Kuitenkin, kuten harjoituksissa 10 todettiin, elektronin vuorovaikutus
atomin sisdisen magneettikentén kanssa luo spin-rata —vuorovaikutuksen (engl. spin—
orbit interaction), joka liittd4 1:n ja s:n toisiinsa.
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Kuva 7.6: Impulssimomenttien summa kvanttimekaniikassa.

Harjoituksissa 10 todettiin, ettd spin-rata —-vv on verrannollinen operaattoriin S-L. Talle
saadaan odotusarvo seuraavasti: lasketaan J:n maaritelmén avulla

JP=(L+S)?=L*+8>+2S L (7.46)
josta saadaan tulolle S - L tarkka arvo
ﬁ2
S-L:5[j(j+1)—l(l+l)—s(s+1)] (7.47)

Harjoituksissa annettu lauseke spin-rata —vv:lle oli vedynkaltaiselle atomille. Yleisesti
ottaen on (ks. esim. ER 8—4)

1 1dV
Eso) = ——(-—)S L 7.48
(Eso) 2mc? <'r dr > (7.48)
jossa V(r) on aiemmin kéytetty yhteen elektroniin vaikuttava potentiaalienergia.
Merkittévin yksittdiseen elektroniin vaikuttava vuorovaikutus keveissd atomeissa on
Coulombin vuorovaikutus ytimen kanssa, jolloin energiatilat mééraytyvét puhtaasti ra-

taimpulssimomentin perusteella. Spin-rata —vuorovaikutus tuo energiatasoihin pienen
lisan.

Raskaissa atomeissa spin-rata —vuorovaikutus on merkittdvd, ja kvanttiluku j karak-
terisoi paremmin yksittéisten hitujen energiatiloja. Jitetdén kuitenkin spin-rata —vv:n
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voimakkuus tdssd uskonasiaksi eikd ryhdyta tarkempaan analyysiin. lisitietoja 16ytyy
kirjoista, esim. ER 8-4, 10-2.

Kokonaisimpulssimomentin pituus méédrdytyy vektorilaskennan mukaan kol-
miosaannosta
= [sl] < 3 < [+ [s]] (7.49)

josta saadaan, asettamalla esimerkiksi ensin [ = 0, titd vastaavaksi mahdolliseksi j:ksi
j =1/2, edelleen jos I = 1, saadaan j = 1/2 ja j = 3/2. Yleisesti ottaen kvanttiluvulle j
pétee

1

=g (7.50)

Tama on siis aina puolikokonaisluku yksittdiselle elektronille.

Palataan transitioihin. Transitioita koskevat valintasddnnot ovat seurausta impulssi-
momentin sdilymisestd. Transitioissa, joissa emittoituu fotoni (niitd kutsutaan usein
sateileviksi tai optisiksi transitioiksi), pitdd ottaa huomioon fotoniin liittyvd impuls-
simomentti. Tdstd emme ole pukahtaneet mitd&dn. Emme nyt ryhdykéén selvittiméén
asiaa, vaan toteamme ainoastaan, ettd fotonin impulssimomentin huomioonottaminen
antaa valintasdannot

Al = =+1
Aj = 0,£1
As = 0

Miten sovellamme néitd saént6ja? Tarkastellaan yksinkertaista tapausta, eli alun esi-
merkkidmme piin 2s—aukon tayttymisestd. Aukon (on sama tarkastelemmeko aukkoa
vai elektronia) [ = 0 ja s = 1/2, joten j = 1/2. Valintasdédnnon perusteella téytyy auk-
koon putoavan elektronin omata [ = 1 ja j = 1/2,3/2. Huomaa, etteivit negatiiviset
arvot kay.

Nyt saamme siis tiedon, ettd 2s—kuorella oleva aukko voi téyttya vain joltain p—kuorelta
tulevalla elektronilla.

Monen elektronin systeemille kokonaisimpulssimomentti saadaan sitten vastaavasti las-
kemalla yhteen yksittdisten elektronien impulssimomentit.

Kokonaisimpulssimomentin laskemiseen on useita vaihtoehtoja, riippuen siitd, missi

jérjestyksessd spinid ja rataimpulssimomenttia kisitellddn. On tapana erotella kaksi
adritapausta.

e [S—kytkentd. Lasketaan erikseen yhteen yksittdisten elektronien rataimpulssimo-
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mentit ja spinit ja sitten muodostetaan niistd kokonaisimpulssimomentti, siis
L:Zh ja S:Zsi
J-L+S Z

Téama on kayttokelpoinen keveissa atomeissa.

e jj—kytkentd. Lasketaan jokaiselle elektronille erikseen yhteen 1 ja s ja summataan
ndma lopuksi yhteen kokonaisimpulssimomentiksi, siis

i = Lits

J = }:L

Tama taas on suositeltava raskaissa atomeissa.

Kun lasketaan kokonaisimpulssimomenttia atomille, osoittautuu, etté tiysien elektro-
nikuorien impulssimomentti on nolla. Timé patee kaikille kolmelle, eli

L=S=J=0 (7.51)

taydelle kuorelle.

Tastéd seuraa, ettd atomin impulssimomentti miaraytyy sen uloimman kuoren elektro-
neiden impulssimomenteista.

Vastaavasti valintasddannot yleistyvdt monielektronisysteemeille koskemaan kvanttilu-
kuja L, S, J.

Kerrotaan vield, ettd monen elektronin systeemeille tilaa, jota karakterisoi kvanttiluku-
jen tripletti (L, S, J) kutsutaan termiksi.

7.12 Sovelluksia

Aiemmin olemme oppineet, ettd elektronisten tilojen energiat vetyatomille
madrdytyivat vain padkvanttiluvun mukaan. Sittemmin totesimme, ettd yleisesti
keskeiskenttdmallissa myds sivukvanttiluku vaikuttaa.

Harjoituksissa on ollut puhetta spin-rata —vuorovaikutuksesta, joka muuttaa niiden
elektronien energiaa, joilla on rataimpulssimomenttia. Jonkinlainen mielikuva asiasta
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Kuva 7.7: Vedyn hienorakenne. Spin-rata —vuorovaikutus silpoo rataimpulssimomentin
omaavien orbitaalien energiat.

on se, ettd elektronin lepokoordinaatistossa ydin kiertda sitd vinhalla vauhdilla ja in-
dusoi magneettikentén, jonka kanssa elektronin spin vaikuttaa. Tama on siis vain suun-
taa antava karkea kuvaus. Oheinen kuva 7.7 ndyttda vedyn hienorakenteen, jossa on
kyse spektriviivojen hajonnasta elektronin spinin ansiosta.

Toisessa kuvassa 7.8 taas on kyse ulkoisen laboratoriossa tuotetun magneettikentén vai-
kutuksesta elektroneihin. Ulkoinen kenttd vuorovaikuttaa elektronisten magneettisten
momenttien kanssa. Yleensa nakyvilld on rataimpulssimomentista johtuva magneetti-
nen momentti, mutta esim. s—tiloille ei tietysti ole muuta mahdollisuutta kuin spinin
aiheuttama. Ulkoisen kentdn aiheuttama silpouma energoissa on nimeltdédn Zeemanin
ilmié. Jos kyse on pelkén spinin ja magneettikentén vv:std puhutaan joskus historiaaali-
sista syistd anomaalisesta Z:n ilmiostéd (koskapa Zeemanin tehdessa kokeitaan ei spinié
ollut viela keksitty).
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Kuva 7.8: Zeemanin ilmion periaate. Ulkoinen magneettikentta vuorovaikuttaa elektro-
nien magneettisten momenttien kanssa ja muuttaa energioita.
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30083 | aoovs | soser | aresr | soowis | sioesi | sieoos | ssmis | seewmeo | sanes | ssas | esse | eavms | 7aer | rasawo | secs | jmees | ssen

37 38 39 40 41 42 43 44 a5 46 a7 48 a8 50 51 52 53 54

5|Rb|Sr| Y | Zr INb|Mo| Tc |Ru|Rh|Pd|Ag|Cd| In |Sn|Sb|Te| | |Xe

PERIOD

67 68 69 70 71

Er |Tm|Yb
" | teive: | S | ewon | e | vees

99 100 101 102 103

Es |Fm|Md|No| Lr

Aciosam | Tocum Proac i | Phtonsin | A | Comim | Bkl [ Gattonian | Ensioman | Famium - [Mendetoviar] Nobetum [ Laurenclrs
@m | zaom | =i wn | aw | wy | e | wn | ew | wn | en | we | ew | e

Kuva 7.9: Alkuaineiden jaksollinen jarjestelma.
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